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QUELQUES PROPRIETES DES SYSTEMES 
DYNAMIQUES QUI SE DECOMPOSENT EN UN 

PRODUIT DE DEUX SYSTEMES DONT L'UN 
EST UN SCHEMA DE BERNOULLI 

PAR 

JEAN-PAUL THOUVENOT* 

ABSTRACT 

The purpose of this paper is to investigate some properties of dynamical 
systems that split into the product of two systems, one of them being a 
Bernoulli shift. With this view in mind, a relative version of the main results of 
D. S. Ornstein's theory of Bernoulli shifts is developed here. 

Introduction 

L a  not ion de part i t ion f iniment  d6termin6e a 6t6 introdui te  par  D. S. Orns te in  

dans  [7]. Elle caract6r ise  les part i t ions qui engendren t  des sys t6mes  i somorphes  

b, des sch6mas  de Bernoulli .  

On introdui t  ici une vers ion condi t ionnel le  de la d6finition d ' une  par t i t ion 

f iniment  d6termin6e  qui est li6e aux sys t~mes  du titre. L ' e n s e m b l e  des 

propri6t6s qui en r6sul tent  (p rovenan t  essent ie l lement  de l 'analogie  avec  le cas  

classique) t rouve  son abou t i s semen t  dans les ques t ions  finales et dans  les 

th6or~mes  de s t ruc ture  qu 'e l les  condi t ionnent .  

Le  r6sultat  principal  est  c o n t e n u  dans  la p ropos i t ion  4. (On r emarque ra  en 

part icul ier  que ce t te  p ropos i t ion  fourni t  une  nouvel le  d6mons t r a t ion  du fait  que 

les fac teurs  des sch6mas  de Bernoull i  sont  encore  des sch6mas  de Bernoull i  cf. 

[7]). Le  l emme 1 est  la r ep roduc t ion  du lemme 3' de [6]; la d6mons t r a t ion  en est  

donn6e  pour  assurer  la coh6rence  de l ' ensemble .  

Ka tzne l son  et Weiss  on t  donn6 6ga lement  une d6mons t ra t ion  du l emme 2 

dans  [3] th6or~me 2. La  vers ion  non condi t ionnel le  de la p ropos i t ion  7 est  
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donn6e dans [9]. Le corollaire 7.2 ne figure qu'en raison de ses relations avec la 

question A. 

Enfin, comme tous les  r6sultats expos6s ici se g6n6ralisent au cas de l 'action 

de Z', cf. [2] [3] et [13], on a choisi, h titre d'exemple, de donner dans ce cadre la 

d6monstration complete de la majoration du plus petit nombre d'616ments p 

d 'une partition g6n6ratrice en fonction de l 'entropie h de l'action (prop. 6). La  

m6thode utilis6e est proche de celle donn6e par M. Smorodinsky dans [11]. W. 

Krieger a obtenu la m6illeure majoration p =< (e (h~) + 1 pour des groupes plus 

g6n6raux que Z'. 

Preliminaires 

Les pr~liminaires sont exactement ceux de [4] (aux erreurs de traduction 

pros). Soit (X,M,m)  l 'espace de mesure correspondant ~ (0,1) muni de la 

mesure de Lebesgue. On condense (X,M, m) en X. 

Soient p~, 1 ~ i =< k, des ensembles disjoints dont la r6union est X. Nous 

consid6rons la partition P = ( p , , . . .  ,pk) comme le vecteur des k ensembles 

avec un ordre donn6. Une partition sera donc toujours ordonn6e. 

Etant  donn6 A de mesure positive, on d6finit 

m ( A A B )  V B E M .  
mA(B) = re(A) 

Etant donn6e une partition P, la partition induite sur A est P/A = 

(p~ n A, I =< i =< k), la distribution de P/A est le vecteur 

d(P/A)  = (rnA(p,); 1 <_- i _-< k). 

En particulier d(P) = d(P/X) .  
Soient P e t  Q des partitions, chacune h k ensembles et soient A et B des 

ensembles de mesure positive. On pose 

k 

d(P/A,  Q/B)  = ~ I rnA(p,)- m,,(q,)l. 
i = l  

En particulier d(P, Q) = d(P/X,  Q/X).  

k 

Nous posons aussi IP-QI = ~ m(p, Aq,). 
i = 1  

Si P1 est une r6union d'ensembles de P, nous 6crivons PI CP. Etant donn6es 

deux partitions P e t  Q, nous disons que P contient Q h e pros et nous 6crivons 
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P D ~Q s'il existe une parti t ion P '  de X telle que les ensembles  de P '  soient des 

r6unions d ' ensembles  de P e t  I P '  - Q I < e. On 6crit Q c P si [P '  - Q I = 0. 

Soit P h k ensembles  et Q h I ensembles .  La  partition union de P et Q est 

P v Q  = (p, f3 qj, 1 =< i _-< k, 1 _-<j <- l) o~ l 'ordre dans P v Q  est l 'ordre lexico- 

graphique. (Ainsi P v Q ~  Q vP  en g6n6ral.) Etant  donn6es des partit ions 

P , . . .  P, l 'associativit6 de V entra~ne que l 'on peut  6crire 

~/ Pi = P, vP2" . ,  vP,.  
i = l  

On d6signe indiff6remment par (P ) r  ou V_~ T'P  la plus petite tr-alg~bre 

contenant  tous les ensembles  de T~P, i E Z .  L 'e space  de mesure  

(X, V 7~ T'P, m ) est appel6 Xe. 

On dit que P e s t  e- ind6pendante  de Q s'il existe une partie Q, c Q telle que 

la mesure  de la r6union de t ous l e s  a tomes  de Q, soit plus grande que I - e est 

telle que d(P/q ,  P)  < e, q E Q,. 

Etant  donn6 P e t  T au tomorphisme de X, le P-n-nom de x E X est la suite 

des entiers [(i),  0 <-_ i < n telle que T'x E PIt,~, 0 <= i < n. Si F est un ensemble  

dont  tous le s  points ont le m6me P-n- nom, alors on parle de P-n- nom de F. 

Etant  donn6es des t ransformat ions  T, et T2 et des partit ions P, et P2, on 6crit 

(P,, T,) - (P2, T2) si 

n n 
i d( v TIP,) = d( v T2Pz), i = 0, 1 , 2 , - . . .  

0 0 

Soient T'F, 0 <= i <= n des ensembles  disjoints. Soit R, une partition de T~F 

pour  chaque i. 

Nous  d6signerons l ' ensemble  des couples G = {(T'F,R~), 0 <=i <-_ n} sous le 

nom de gadget. Remarquons  que T-JR, est une partition de F. 

= { ( T  F , R , ) ,  i < Etant  donn6 un gadget G '  '~ ' 0-< = n} nous disons que G e t  G '  

sont i somorphes  et nous 6crivons G - G '  si 

d(  V T- 'R, )  = d( ~/ T'-'R~). 
o o 

Soit W =  V"-, TiP of 1 P = ( p J , ' " , p k )  ainsi w E W entra~ne 

w =  T~Pj,~, 1 - j ( i ) = k ,  - n  i<=n. 
- n  

On 6crit aussi: 

W = ( j - , , . . . , j o ,  j t , . . ' , j , ) .  
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Soi t  Sn l ' e n s e m b l e  des  su i tes  c o n s i s t a n t  en  les coef f ic ien ts  1 , 2 , . . - , k  de  

l o n g u e u r  2n + 1. Ains i  nous  p o u v o n s  c o n s i d 6 r e r  w E W c o m m e  un 616ment de 

S,.  U n e  pa r t i t i on  L de  S ,  e n g e n d r e  une  pa r t i t i on  L~ de X c o m m e  suit .  So i t  

L = (11,1~,- • . ,  lr) et d6f in i ssons  

Lp = (  U w, l <=i <-r) .  

N o u s  c o n s i d 6 r o n s  m a i n t e n a n t  une  t r a n s f o r m a t i o n  T~ et  une  pa r t i t i on  R = 

• " . ,  = Vo TtR .  Si q E Q, a lo r s  (r~,r2, rk). Soi t  Q ~ ' 

q =  T~s,, l < s ~ < k ,  O < i < u .  
o 

On ~cri t  q = (s~, s , - , , .  • •, so). Soi t  l = (lo, l , , .  • •, In-,) une  sui te  de  l o n g u e u r  

n > u ,  ofa l <=L <=k, O<=i < n .  

Soi t  N ( l , q )  le n o m b r e  de  fois  ofJ q a p p a r a i t  c o m m e  une  sous - su i t e  

d 'OlOments cons6cu t i f s  dans  1,. D o n c  N(l ,  q)<= n -  u. 

Soi t  e > 0. N o u s  d6f in i ssons  l c o m m e  une  e - s u i t e  p o u r  Q si 

FN( I , q )  re (q)  p o u r  q < e  tou t  E Q .  
n 

LEMME I [4]. Soient  P, Tz et Q c o m m e  ci-dessus et e > O. Soi t  T u n e  

t rans format ion  telle que T'Bj, 0 <= i < n, 1 <= j <= J soient des ensembles disjoints 

avec u / n  < e/3.  Soi t  

n - I  J 

X ,  = U U T'B~ 
i = o  j = l  

v~rifiant m(Xl)  > 1 - e / 3 .  Soient  ls = (lj;, O <- i <= n ) 1 <= j <- J des e /3k ~÷' suites 

pour  Q. Soi t  P = (p 1," • ", pk) la part i t ion dd]inie sur X l  par  T*Bj C Ptj,, 0 <= i < n, 

1 <= j < J. Soi t  P ddIinie arbitrairement sur X - X , .  

A iors  d ( V ~  T'P, Q )  < e. 

S i  les  su i tes  Is, 1 <= j <_-J son t  d i s t inc t e s ,  a lo rs  

~/ T ' ( P v { B ,  B C } ) ~  {T'B~: 0=<i < n, I =<j ==-J) 
- n  

3 
o ~  B = U~=,Bj. 

S o i e n t  T,, R et  Q c o m m e  c i -des sus .  

~r = (sn, • " s ,  So). Soi t  L ,  = V~ -I TT~R Pour  q = ("I~T,  s, nous  6c r ivons  q • , 

a lo r s  nous  6c r ivons  1 = N ~-~ TT~n, E L ,  c o m m e  ! = (lo, h , "  ", l , - , ) .  
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LEMME II [4]. Soit T~ ergodique, a > 0 et b > O. I! existe un n suffisamment 

grand et L '  C Ln tel que m (L ' )  > 1 - a et l E L '  entrafne que ! est une b-suite 

pour Q. 

LEMME III [10]. Soi tPunepar t i t ion  d'entropiefinie. Pourtout  1 > e > 0 ,  il 

existe 8 ( e ) > 0  tel que si E ( P / Q ) >  E ( P ) -  $(e).  Alors P±~Q. 

DI~FINITION 1. Soit T un automorphisme ergodique de X, H et P deux 

partitions finies de X. On dit que P est Hoconditionnellement finiment 

d6termin6e si pour tout e > 0, il existe ~ > 0 et n entier positif tels que pour 

tout automorphisme ergodique T' de Y, les conditions suivantes 

(1) d T"H '  = d T ~ pour tout m 

(3) I g ( P v H ,  T)  - E ( P '  vH',  T')[ < 

entra[nent: 

I1 existe Z et, pour tout entier p > 0, des suites de partitions de Z,/4,,  P,  P~ 

0 =< i =< p telles que: 

(4) d ( ~  T ' ( P v H ) ) = d ( V o "  (P, vH,) ) 

(5) 

(6) IP~ -P~[ <e .  

LEMME 1 (cf. [6] lemme Y). Soit T u n  automorphisme ergodique de X, H 

une partition finie de X et P une partition id~ale avec k atomes satisfaisant 

E(P)  + E(H,  T) = E ( T ) .  Alors ~tant donn6 e > 0, il existe ~ (qui ne d~pend que 

de k et de e) tel que si P est une partition finie de X v6rifiant 

(a) d(P. P) < 

(b) IE(PvH, T) - E(T)[  < 

alors on peut trouver une espace Y et, pour tout n, des suites de partitions de Y, 

P.  Hi, ~ 0 ~ i <= n satis[aisant 
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(a', d(~( l~ ivH~) )=d(~  Ti(/Sv H , )  

(b') d(P~) = d(P) 

(c') La partition V ~ P~ est inddpendante de V ~ ~ et les partitions P~ 0 <-_- i <- n 
sont inddpendantes. 

(d') I P, - ~ l  < e .  

(Ce lemme dit exactement  que si T, est le sch6ma de Bernoulli sur pz  = X, et 

si T2 est la restriction de T h )(2 = HT = V _~ Till, alors dans X3 = X, x )(2 muni 

de l 'automorphisme T3= T , x  T~, P e s t  H-condit ionnellement finiment 

d6termin6e. Dans ce cas particulier le n de la d6finition 1 vaut 1). 

Df~MONSTRATION. D'apr~s la formule de Pinsker 

(1) E (/5 v H, T) = E (H, T) + E (/5 ] ( V :7 T'/5 V 7® T'H)) .  I1 en r6sulte 

(2) E(PvH,  T)<=E(H,T)+ E(T 'P l (V~TJH Vg-' TIP)) O<-_i ~ n  

(3) Si 6 est assez petit, alors b e t  le lemme III entrainent que T'P est 
e /2- ind6pendante  de ( V~ Till  V~-' TIP). 

(4) Supposons que soient d6j~ donn6es P~ et ~ 0_-< i -< m ,  m < n ainsi que 
Hi 0 =< i =< n satisfaisant 

(a") d( Vg'( /5~v/- /~))=d(Vg'T'( /SvH)) 

(b") d ( P , )  = d(P) 
(c") d(  V~ TJH) = d( V~/-/D; V~Pi est ind6pendante de V~/-/j, et les parti- 

tions P~ 0_-< i -< m sont ind6pendantes. 

(d") I P ~ - ~ l < e  O<-i<=m. 
Soit A un atome de V g H i V g ' ~  et soit A '  un atome inclus dans A de 

V ~ Hi V g~ (P~ v/5,). 

Soit A, l 'atome correspondant  ~ A dans V g T'H V g' T'/5. Choisissons/sin÷, N 
A '  de faqon que: 

(e) d(Pm+,[A')=d(T'+'~[AO. 
Choisissons P.+, n A '  de fa$on que: 

d(P~+,IA') = d(P) et que  si 

(f) d ( T ' + ' P [ A I , P ) < e / 2  on prenne Pro+, de fa$on que ] ( P . ÷ , [ A ' ) -  

(Pm+,IA')] < e/2. (Ce qui peut 6tre fait d'apr~s (e)). 

L 'hypoth6se (a) (avec 6 < e/2) et (3) entrainent que (f) est vrai sauf pour  une 

famille d 'a tomes A dont la r6union a une mesure plus petite que e/2. Par 

cons6quent  1/5~+, - Pro+, } < e. (d") (a") et (b") sont donc v6rifi6es au rang (m + 1) 
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et comme  Pm+, est ind6pendante de V~Hi Vg'P,, l 'hypoth~se (c") au rang m 

entraine (c") au rang (m + 1). 

LEMME 2. (cf. [3] th6or~me 2). Soit S une partition finie de X. $oit T un 

automorphisme ergodique de X. ( X  est suppos~ sans atomes.) Soit n u n  entier 

positif, soit e > O. Alors il existe F dans X tel que les ensembles T iF  0 <= i <-_ n 

soient disjoints et tels que m(  U~ T 'F)  > 1 - e et d ( S  IF) = d(S). 

D,~MONSTRATION. Soit Y un espace  fini /~ n points {xo, x , , . . . , x , _ , }  chaque 

point 6tant de masse  1/n. 

Soit TI l 'application x~--> x, +, (mod n ). Soit K la partition ({Xo}, { (-J 72~ x, }) de 

Y. Alors V ~, T , 'K  = Y. 

Consid6rons Z = Y × X et prolongeons T h Z par T(u, v) = (T,u, Tv). Soit p 

un entier positif tel que n2/p < el/2. Appliquant un th6or/:me de Rokhlin, nous 

pouvons  t rouver  un ensemble  F, dans X tel que les T-iF, 0 <-i <-_ p soient 

disjoints et tels que m ( L.J~ T-~FO > 1 - e i/2. 

Consid6rons le gadget G obtenu en part i t ionnant chaque T-~F~ par S. Soit G', 

pour  d6signer G comme  un gadget dans Z et G~ pour  d6signer G comme un 

gadget dans X. Alors G'I - G~. Formons  le gadget G~ ~ partir  de T-~F, 0 <= i <= p 

en part i t ionnant chaque T-~F, par S vK.  Alors G, est un gadget dans Z. Nous 

pouvons  choisir une partition K'  dans X de fa~on ~ fo rmer  un gadget G~ 

part ir  de T ~F~ 0 <-_ i _-< p e n  part i t ionnant chaque T-~F~ par S v K '  de faqon que 

Gz ~ G,. Soit K "  la restriction de K '  ~t Ug -~ T-'F~. Soit F2 dans K" l ' ensemble  

cor respondant  h {Xo} dans K. Alors m ( Ug T'F2) > 1 - n2/p - e,/2 > 1 - e, et les 

T'F:  0 <= i <= n sont disjoints. Enfin si X~ = I..J~ T~F~ et si S~ est la t race de S sur 

X2 d(S2IF2)= d(S2). Quand m(X2)---~ 1 d(S2)---~d(S) et si d(S2, S)  est assez 

petite, on peut  t rouver  F C F~ tel que d (S IF) -- d (S) et m ( U 7=0 T~F) > 1 - e si 

e, a 4t6 choisi assez  petit. 

LEMME 3. Soit TI une transformation ergodique de Y, H, et P, deux 

partitions finies de Y (H, a I ~l~ments, P, a k ~l~ments) telles que P, soit 

H~-conditionnellement finiment d(termin~e. 

Soit T u n  automorphisme ergodique de X tel que E ( T )  = E(P,  v HI, TO. Soit 

H une partition de X telle que (H, T ) ~  (H,, T,). Soit P une partition ~ k 

~l~ments de X telle que 

(2) E(T)-  E ( P v H ,  T) < 

avec n e t  ~ pris pour eZ/3 dans la d~finition 1. 
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(3) E ( T )  - E ( P v H ,  T) > O. 

Soit e' > O. Soit u un entier positi[. 

Soit y > 0  ( y < e ) .  Soit Q un ra1~nement de P v H  tel que /3= 

E ( T ) - E ( Q ,  T ) > 0 .  Alors pour tout n > N on peut trouver une [amille 

d' atomes K .  dans VU1T-iQ dont la rgunion aura une mesure plus grande que 

1 - y et une application 4~ de K ,  dans l'ensemble des atomes de V ~-' T?'(P~ v H,) 

possddant les propri~t~s suivantes: 

(3) ¢best injective. 

(4) Le Hi-n-horn de qb(x) est le m~me que H-n-horn de x. 

(5) Pour tout x de K .  le (H~v P~)-n-nom de 4~(x) est une 

e r 

3(k + l )  "+' suitepour Vo TI (HtvP~).  

(6) Pour une [amille d 'atomes L.  C K .  dont la r~union a une mesure plus 

grande que 1 - e le P-n-horn de x diff~re du P,-n-nom de ok(x) en moins de 

ne endroits. 

DI~MONSTRATION. 

(1) Pour n > N,,  il existe une famille K ;  d ' a tomes  de V~ -~ T iQ dont  la 

r6union a une mesure  plus grande que I - 3,/10 et telle que si k E K" m(k )  soit 

compris  entre 2 -¢~°'rJ-+~'°~". 

(2) Pour n > N 2  il existe dans V~ -~ T;i(P, vHO une famille A,  d ' a tomes  

dont  la r6union a une mesure  plus grande que 1 - y /10 et telle que si a E A.  on 

ait 

(a) m(a )  est compris  entre 2 -(~(T)÷0/'°)" et 

(/3) Le  (H~vP,)-n-nom de a est une e' / (3(k+l)"+')-sui te  pour  

Vg TI (H ,vP , ) .  ( lemme II). 

(3) Pour n > N 3 ,  8n/3 > 10. 

Soit maintenant  n > sup (N,,  N2, N3). 

(4) C o m m e  P, est Hl -condi t ionne l lement  finiment d6termin6e, les 

hypotheses  (1) et (2) assurent  qu 'on  peut  t rouver  une suite de parti t ions de XP, 

0 _ - < i - < n - 1  telles que 

(a) d(  V~-' (/5, v T- 'H))  = d(  V~,-' TT'(P, vH,))  

(/3) ]/5, - T- 'P  I < e2/3. 

Soit E l ' ensemble  des points dont le /5-n-nom et le P-n-nom different en plus 

de ne endroits;  soit X~(w) 0 --- i =< n - 1 la variable al~atoire qui vaut  0 si to est 

situ6 dans les a tomes  de m6me nom de t5 et de T-'P, 1 sinon. Alors 
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~'~ X~ d'apr6s (4) (/3) 
,;o = 3 

II 
E 

= < £  EX~ > n e r o ( E )  i.e. r e ( E ) =  3. 

(5) Soit L ,  la classe des k E K "  tels que plus de la moiti6 de k soit 

recouver te  par des a ~ A n  tels que le P-n-nom de k et le /5-n-nom de a 

diff6rent en moins de ne endroits. Soit k E K "  k ~ L.. 

Soit K ={to E X [ t o  E A ~ , A k  ou bien to E E  NA° n k } .  

m ( K )  >-_ 2m(k)  et par cons6quent 

m ( K ' - L , ) =  E k ~ K , _ L , m ( k ) < = 2 ( m ( A ~ ) + m ( E ) )  

m ( K ' -  L , )  ~ 2(7 / lO+ e /3). 

(1) entraine alors m ( L , )  > 1 - e. 

(6) On va d6finir ~b sur L,. 

( a )  Remarquons que (3), (1) et (2) entra]nent que la mesure de chaque k 

dans L,  est plus grande que deux fois la mesure de chaque a dans A.. 

(/3) Soit • l 'application qui ~ tout k de L, associe l 'ensemble des a de A. 

tels que m(a  N k ) > 0  et que le P-n-nora de A diff~re du P-n-nom de a en 

moins de en endroits. Soit t u n  entier positif et T u n e  r6union de t atomes de 

L.. Soit ~ ( T )  = Uk~rqt(k) .  La mesure de la r6union des a dans ~ ( T )  est plus 

grande que la moiti6 de la mesure de la r6union des k dans T. Alors (a )  entralne 

que le nombre de a dans ~ ( T )  est plus grande que t. Le lemme des mariages 

nous assure donc l 'existence de ~b sur Ln satisfaisant aux conditions (3) (5) (6). 

Comme m ( k  n ~b(k)) > 0, k et 4~(k) ont le m~me H-n- nora, ce qui donne (4). 

(7) On va prolonger 4~ ~t K,  de telle mani/~re que la mesure de la r6union des 

atomes de K,  soit plus grande que 1 -  7. 

Soit /4, dans V~-' T - ' H  tel que si h E H,, plus de la moiti6 de h soit 

recouver te  par des atomes de A,. Si h E H~, h ' =  h n A~, v6rifie 2m(h')---  

m (h) et donc la mesure de la r6union des atomes de /4, est plus grande que 

1 - 2 7 / 1 0 .  Si h E H ,  il contient plus de re(h)~2.2  ~E~r~-o~'°~" atomes de A, et 

moins de m (h)2  ~E~°'T~*~j'°~" atomes de K ' . .  I1 y a donc d 'apfes (3) plus d 'atomes 

dans A, Nh  que dans K ' n h .  On peut  donc prolonger ~b sur H,  A K ;  de 

mani~re ~ satisfaire (3), (4), (5) et (6). Kn est 4gal ~ (H,  O K ' ) U  L. et donc 

m ( K , )  > 1 - 7 .  
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LEMME 4. Soit T, un automorphisme ergodique de Y, H, et PI deux 

partitions finies de Y (P~ a k ~16ments, H~ a l ~l~ments) telles que P~ soit 

H~-conditionneUement finiment d#termin4e. Soit X~ = VT~ T~H~ et T~ la re- 

striction de T~ it X , .  Soit B une partition id~ale fi k ~l~ments telle que 

E (B) = E (Pj v H~, T~) - E (Ht, T,). Sur X2 = B z soit T2 le schdma de Bernoulli ; 

sur X = X1 × X2 on consid~re l 'automorphisme T = T'I × 7"2. T e s t  ergodique et 

d'entropie E(P~vH~, TO. (Si E(P~vHt ,  T,) = E(H~, TO X = XI  et T = T~). 

Soit H dans X l ' image de H~ dans Xt  ((H, T) - (H~, T~)). 

Soit P une partition de X telle que 

avec n et ~ pris pour e2/3 dans la ddfinition 1. 

(2) 

(3) 

E ( T ) - E ( P v H ,  T ) < ~  

E ( T )  - E ( P v H ,  T) > O. 

Alors gtant donn(  e ' > 0 et u entier positi[ nous pouvons trouver une partition 

fi de X (fi k ~l(ments) telle que 

d ( V  T ' ( P v H ) ,  V T~ (P, vH , ) I  < er (4) 
\ o  o / 

(5) E ( P v H ,  T)  > E ( T )  - e' 

(6) IP-PI <6~ 

(7) E ( T )  > E ( P v H ,  T). 

DI~MONSTRATION. 

(1) Choisissons Q plus fine que P v H  telle que 

(a)  E ( T ) - E ( Q , T ) = f l > O  

(/3) Si Q'  v6rifie IQ-Q'I < ~ ,  y < m i n ( e , e ' ) a l o r s  

E r 
E ( Q ' ,  T) > E ( T )  5" 

(2) Choisissons n > N(/3, 3,/10) du lemme pr6c6dent pour que 

llog2 - 1 -  log2 1 -  < - ~ - e t q u e - - <  
n n T "  
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(3) I1 existe alors une famille K,  d 'a tomes de V~-' T-~Q dont la r6union, K, 

est de mesure plus grande que 1 - 3,/10 et sur laquelle on peut construire une 

application tk satisfaisant aux conditions (3), (4), (5) et (6) du lemme 3. 

(4) En utilisant le lemme 2, on peut  construire un ensemble F tel que 

(a)  les T~F, 0 =< i =< n - 1 soient disjoints. 

(/3) m(  U T ' F ) > I  3, 
o 10" 

(3,) d T -~ = d  V T -~ . 
0 

(5) On d6finit /5 sur U g - ' T ' ( F A K ) .  Si a est un atome de 

"-' T;~(P, vH,) ,on a a f i g - '  -' = T, 1,~ oO P~vH~ = ( l z""  lk+j). Soit b u n  atome V0 
de F n K~ ; soit a = q~(b). T'b 0 -< r -< n - 1 sera dans l 'atome de 15 de m~me 

nom que l 'atome de P dans lequel se situe L.. 

D6finissons/5 arbitrairement sur 

n - I  

X , = X -  U 
0 

T' (F  N K)  (m (X,) < 23,/10 < e'/3). 

(6) 

de la conclusion (5), du lemme 3 et de (4) (/3). 

V6rifions la conclusion (6). 

[ P - / S I < ~ 2 ( m ( X , ) ÷  ~ n e m ( b ) + n  
b E F N L  n 

I p _ 15 [ < 2(e + e + ne m (F)) < 6e. 

15 satisfait la conclusion (4): c 'est  une consdquence du lemme I, de (5), 

b e~nt't~K.-c~l re(b)) 

(La majoration obtenue pour le dernier terme provient de (4) (3,) et de la 

conclusion (6) du lemme 3.) 

La conclusion (5) se v6rifie en remarquant  que, d'apr6s (3) et (4) du lemme 3, 

ainsi que d'apr6s le lemme I, R = V", T~((PvH)v{G, GO}) D {T~b quel que soit 

b E F N K ,  O<-_i <-_n - 1} off G d4signe F A K .  

Donc R D Q '  telle que [Q-Q' [<23" / lO .  Et E ( P v H v { G ,  GC},T) = 
E(R, T) >- E(Q' ,  T) > E(Q, T) - e'/5. (1) (/3) et (2) entrainent  (5). Pour prouver  

(7), supposons que E( /SvH,  T) = E(T) .  Etant donn6 a > 0, il existe k tel que 

Vk-kT'(BvH)D"P.  Choisissons B '  dans X2 tel que [ B ' - B l < a / ( 2 k  + 1) et 

E(B' ,  T) <= E(B')  < E(B).  Alors Vk-k T*(B' v H) contient une partition P, telle 

que I P , - f i [ < 2 a  et E(PIvH,  T ) < - _ E ( H , T ) + E ( B ' , T ) < E ( T ) .  Si a a 6t4 
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choisi suffisamment petit, toutes les in6galit6s pr6c6dentes sont encore 

v6rifi6es si on remplace t5 par P1. 

PROPOSITION 1. Soit (P~v HI, T~) tel que P~ soit Ht-conditionnellement fini- 

ment d~termin~e. Soit (B v H, T) tel que (H, T) ~ (H~, TO, VT~ T'B ± V %  T'H, 

les T~B i E Z soient ind~pendantes, et E (B  vH, T) = E(P, vH~, TO. Soit X = 

VT~ T~(B vH) .  

Etant donn~ e > O, il existe 8 > 0 et n entier positif tels que si P' est une 

partition de X satis[aisant 

(1) d( ~/o TI(P, vH,), ~/o T ' ( P ' v H ) ) < ~  

(2) 0 < E (P, v H,,  T,) - E (P'  v H, T) < ~. 

Alors il existe une partition P de X telle que 

(3) [ P ' - P I  <e  

(4) (PvH,  T) ~ (PjvH,,  TO. 

DEMONSTRATION C'est une cons6quence du lemme pr6c6dent. 

COROLLAmE 1.1 Soit (P~ v H~, TO tel que P soit H~-conditionnellement fini- 

ment d~terminde. Alors si E(P, vH,, TO =E(H1,  T,), P, est VT®TIH, 
mesurable. 

Dans le lemme qui suit nous 6stablissons une nouvelle version du lemme 4 

pour des partitions P e t  H satisfaisant aux conditions du lemme 1. 

LEMME 5. Soit Tune transformation ergodique de X et H une partition de X. 

Soit I une partition abstraite ~ k ~l~ments telle que 

E( I )  = E ( T ) -  E(H, T). 

Soit P une partition de X ~ k dl~ments satisfaisant 

(1) d(P,I )  < 3 ( 3 ,  k ) 

(2) E ( T ) -  E ( P v  H, T ) <  tS(-~, k) 

(3) E ( T )  - E ( P v H ,  T) > O. 

Alors ~tant donn~ e '  > 0, nous pouvons trouver une partition P de X (~ k 

~l~ments ) telle que 
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(6) 

(7) 
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d(/5, I )  < e '  

E(/Sv H, T) > E ( T ) -  E' 
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IP-/SI <6e 

E(T)  > E(/SvH, T) (sinon d(/5) = d(I) et E(/5, T/(H)T) = E(/5)). 

Dt~MONSTRATION. Les  condi t ions  (1) (2) (3) pe rme t t en t  de cons t ru i re  une 

appl ica t ion  ~b c o m m e  dans  le l emme 3 mais off on r emplace  (3.5) par: pour  tout  

x de K ,  le I - n - n o m  de ~b(x) est  une  e'/3k-suite pour  I. 

Alors  une d6mons t ra t ion  ident ique h celle du l emme 4 pe rme t  de cons t ru i r e /5  

sat isfaisant  (4) (5) et (6). On p rouve  (7) en r emarquan t  que si E ( T ) =  

E( /SvH,  T), on peut  cons t ru i re  un chemin  cont inu  /5, 0=<t =< 1 avec  /50=/5 

d(/51) = d(I )  et [/5 - / 5  [ < 6e d(/5,, I )  < e '. Alors ou bien E( /51vH,  T)  = E ( T )  et  

la fo rmule  de P insker  assure  que  E(/5~, T/HT) = E( /50 ,  ou bien il exis te  un to tel 

que (4) (5) (6) soient  sat isfai tes pour  15, 0 et tel que  E ( T ) >  E(/5,ovH, T). 

PROPOSITION 2. Soit Tune  transformation ergodique de X et H une partition 

de X. Soit I une partition abstraite il k gldments satis[aisant E ( I ) =  

E ( T )  - E(H,  T). Etant donng e > O, il existe ~ > 0 tel que si P' est une partition 

de X satisfaisant : 

(1) d ( P ' , I ) < 6  

(2) 0 < E ( T )  - E ( P ' v H ,  T) < & 

Alors on peut trouver une partition P de X telle que 

(3) ] P ' - P ]  < e  

(4) d(P)  = d(I) .  Les partitions T'P i E Z sont ind~pendantes et 

~/ T~P est ind(pendante de ~/ T~H. 

DI~MONSTRATION. Soit  e. > 0  tel que Y . e .  < e. On peu t  cons t ru i re  par  

r6cur rence ,  en uti l isant le l emme 5 une  suite P.  telle que ,  ou bien: 

I P . - P . _ , ]  < e . _ ,  et E ( T ) - 6 ( e . ) < E ( P .  vH, T ) < E ( T )  

ou bien 

d ( P . , I ) < ~ ( e . )  

I P- -- P- ,I < e . - l d ( P . )  = d(I )  et E(P.,  T/(H)T)  = E(P. ) .  
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Si la seconde 6ventualit6 ne se pr6sente jamais P, -~ P, si elle se produit  pour  

n = no, on pose P -- P~o et dans tous les cas on est assur6 de rex i s tence  d 'une  

parti t ion P telle que IP-P~I  < e  (on prend P~=P',  8 6gal & 8(el)) et 

sat isfaisant  d(P) = d ( I ) ,  E(P) -- E(P, T/(H)T). Or 

Donc 

1 E(  ~/ T'PI(H)T ) <= E(P). E(P) = E(P, T/(H)~) = lim ~ ~ - ,  

E V_, T'PI(H)T = ( 2 n + I ) E ( P ) = E  V T' . 

Ces 6galit6s entra~nent que pour  tout n, V ~_. TiP est ind6pendante de ( H ) r ;  

elles entrainent  aussi que les T~P, i E Z sont ind6pendantes.  

PROPOSITION 2'. Soit Tune trans[ormation ergodique de X et H une partition 

de X. Soit I une partition abstraite ~ k ~l~ments satis[aisant E(H, T) + E(I)  <-_ 

E(T) .  Etant donn# e > 0, il existe 8' tel que si P' est une partition de X 

satis~aisant 

(1) d ( P ' , I ) < 8 '  

(2) IE(H, T)+ E ( I ) -  E (P 'vH,  T) t < 8'. 

Alors on peut trouver une partition P de X telle que 

(3) IP ' -PI  <e 

(4) d(P) = d ( I ) ,  les partitions TiP, i E Z sont ind~pendantes et 

~/ T'P est ind@endante de ~1 T'H. 

DI~MONSTRATION. Soit P', 0 --< t _-< 1 un chemin continu de parti t ions telles que 

IP',-  P'ol < 8', P~= P' et d(P~) = d(I). 

Alors ou bien il existe un to tel que E(H, T) + E(I)  - E(P',ovH, T) > 0 et si 8 '  

a 6t6 choisi suff isamment petit, on aura 8(e/2)  > E(H, T) + E(I)  - E(P~ovH, T) 

et la proposi t ion 2 assure la conclusion, ou bien E ( H , T ) + E ( I ) -  
E(P'IvH, T) = 0 et on a E(P~, T/(H)r) = E(P',) IP'I - P'I < e. 

Le lemme et la proposi t ion qui suivent donnent  la s tructure des syst~mes 

engendr6s par la partition P v H  quand P e s t  H-condi t ionnel lement  finiment 

d6termin6e. 



(1) 

(2) 

(3) 

Dt~MONSTRATION. 

choisir K, tel que 

(1) 
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LEMME 6. Soit P, H~-conditionnellement finiment ddtermin~e dans (Xj, T1). 

Soit (B vH, T) tel que 

(H, T) ~ (n , ,  TO, ~/ T'B ± ~/ T'H, 

les T~B i E Z soient inddpendantes et 

E (B  vH, T) = E(P~vH,, TO. 

Soit X =  VT~T~(BvH).  

D'apr~s la proposition 1, il existe P, partition de X, telle que (PvH,  T) 

(P, vH,,  T,). 

Alors quel que soit ~ > 0, il existe une partition P* de X telle que 

(P*vH,  T) ~ (P, vH, ,  T,) 

K 
V T ~ ( P * v H ) 3 H v B  pour un entier K 

- K  

I P - P * I  <~. 

Comme B v H est g6n6ratrice pour T nous pouvons 

Kt e/lO 

V T ' ( B v H )  D P .  
-K;  

En appliquant la proposit ion 2 ~ T agissant sur Xev.,  on a qu'il existe 8 tel que 

si B'  est une partition dans Xev.  v6rifiant 

(2) d(B' ,  B) < 8 

(3) 0 <  E ( T ) -  E ( B ' v H ,  T ) <  & 

Alors il existe une partition B~ dans XpvH telle que 

E 
(4) I B , -  B']  < 30KI' 

(5) 
(B,, T ) -  (B, T) et V T'B, ± ~/ T'H. 

Choisissons ~, < inf (8, e ) tel que si P '  est une partition ayant  le m~m¢ nombr¢ 

d'61Oments que P, alors (6) 1 P ' - P I  < 2e, entraine 

IE(P 'vH,  T) - E ( P v H ,  T) I < & 
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Choisissons K~ > K~ tel que 

(7) 

Choisissons n~ tel que 

(8) 

J. P. THOUVENOT 

K 2 e l / 1 0  

V T ~ ( B v H )  D P .  
- -K 2 

K_~2 < e__L, 
n~ 100" 

Israel J. Math., 

(9) m ( X , ) >  1 100" 

Soit G le gadget form6 h partir de T~F, 0 <-_ i <= n ~ en partit ionnant chaque T~F 

par P v H .  

Soit G~ pour d6signer G comme un gadget dans X et G~ pour d6signer G 

comme un gadget dans Xpvn. 

Alors G ; - G ' 2 .  Formons le gadget G, h partir de T~F O<=i<=n~ en 

parti t ionnant chaque T~F par P v H v B .  Alors G, est un gadget dans X. Nous 

pouvons choisir une partition B '  darts XPvH de faqon ~ former  un gadget G2 b. 

partir  de T~F 0 <= i <-_ n~ en partit ionnant chaque T~F par P v H v B '  de fa~on 

que (10) G~ ~ G2. 

Ceci d6finit B '  sur X,. Nous  pouvons maintenant d6finir B '  sur X -  Xj de 

faqon que E (B 'v  H, T) < E (B v H, T). Pour le faire nous d6finissons d 'abord B '  

sur X - X ~  de fagon que d ( B ' ) =  d(B) .  Comme E ( B ' )  n'a pas de minimum 

local nous pouvons changer B '  sur un ensemble arbitrairement petit et abaisser 

son entropie. En outre le changement  peut  6tre fait sur X - X, si chaque atome 

de B a une intersection non nulle avec X - X , .  Ceci peut 6tre fait en 

choisissant F convenablement  (par exemple en utilisant le lemme 2). 

Ainsi nous pouvons supposer 

(11) E ( B ' v H ,  T ) < = E ( B ' ) + E ( H , T ) < E ( B ) + E ( H , T ) = E ( T ) .  

Maintenant (1) entra~ne qu'il existe une partition L de SK, telle que 

(12) 

(12), (10) et (9) entrainent 

(13) 
2E 

En utilisant le th6or~me de Rokhlin nous pouvons construire un ensemble F 

dans XPvH tel que les T~F 0 <= i <= n, soient disjoints et que X, = I..J~' T'F v6rifie 
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(7), (8), (9) et (10) entrainent 

K 2 2 t l / lO  

(14) V T ' ( B ' v H )  D P 
- K  2 

(10) et (9) entraSnent 

E l  
(15) d(B, B') < ~ < 6. 

Ainsi (15) entra[ne (2), tandis que (14) et (6) entra[nent (3). Donc nous obtenons 

B, dans XPvH v6rifiant (4) et (5). 

Maintenant (4) et (13) entra[nent 

3e 
(16) [LB, vH - P I  < 10" 

Nous  choisissons ensuite K3 > K2 tel que 

/(3 e / lO 

(17) V T' ( P v H )  D B1. 
--K 3 

D'apr6s la proposition 1, il existe 82 et un entier positif n tel que si P '  v6rifie 

(18) d(  V0 T,' (P, vH,) ,  ~/o T'(P'vH))<.62 

(19) 0 < E(T) - E(P'vH, T) < 6 

alors il existe P" dans XPvH telle que 

(20) (P"vH, T) ~ (P, vH,,  T,) 

E 

(21) I P ' -  P ' I  < 30K-----~" 

Choisissons e2 < inf (82, e ) tel que si B2 et B ont le m6me nombre d'616ments, 

alors 

(22) IB2-B[  <e2  entraine IE(B2vH, T ) - E ( B v H ,  T)[ <82. 

Choisissons K4 > K3 tel que 

K 4 ~2110 

(23) V T'(PvH) D B,. 
--I(4 
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Choisissons n2 tel que (24) (K , /n2)< (e2/100) et (n /n2)< (e2/100). D'aprEs le 

lemme 2 nous pouvons trouver un ensemble E tel que les TiE  0 <- i <= n2 soient 

disjoints et 

(-2 ) e2 
(25) m U TiE > 1-1--~ et enfin 

i = 0  

(26) d V T-i(BivH)IE =d r - i ( B , v H  . 
0 

Nous pouvons aussi trouver un ensemble E, tel que les T'EI 0 <= i N n~ soient 

disjoints et 

(27) m U T~E~ > 1 -  e---!-2 
i=o 100" 

Soit G; le gadget form6 en partitionnant chaque TiE 0 <= i <-n2 par B~vt t .  

Soit G~ le gadget form6 en partitionnant chaque TIE~ 0 <- _ i <= n2 par B vH.  

Alors (5), (26) et (28) entrainent G; - GL Soit G3 le gadget form~ ~ partir de 

T~E 0 ~- i <-_ n2 en partitionnant chaque T~E par B~ v H v P. Choisissons P' tel 

que si G4 est le gadget form6 g partir de TiE~ 0 <= i <- n2 en partitionnant chaque 

T~E~ par B v H v P ' ,  alors (29) G3-G4.  

La m6me m6thode que celle qui a 6t6 employ6e g la fin du lemme 4 peut 6tre 

employ6e pour assurer (30) E ( P ' v H ,  T ) <  E ( T ) .  (29), (27) et (25) entralnent 

(18). 

(17), (23) et (24) entrainent 

K3 2e l10  

(31) V T~ (P 'vH)  D B 
- K 3  

it( 4 2e2/10 

(32) V T i ( P ' v H )  ~ B 
--K,L 

(32) et (22) entrainent (19). Ainsi nous obtenons P* v6rifiant (20) et (21). (21) 

et (31) entrainent 

K3 3e l10  

(33) V T ' ( P * v H )  D B 
- -K 3 

Donc (33) entraine la conclusion (2) avec K = K3. (20) entraine la conclusion 

(1). Pour obtenir (3) remarquons que (16), (29), (25) et (27) entrainent que 
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(34) 

(34) et (21) entralnent 
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4e 
Ig .~ .  - P ' [  < 1~. 

5E 
(35) I L .  ~- - P*I < ~-~. 
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(35) et (12) entrainent [ P -  P*[ < e. 

PROPOSITION 3. Soit P1 Hl-conditionneilement finiment d~terminde dans 

(X1, T,). Soit (B vH, T) tel que (H, T) ~ (H,, T,), VT= T'B 3_ VT® T'H, les T'B 

i E Z  soient inddpendantes et E ( B v H ,  T)= E(P~vH,,T1). Soit X =  

VT® T ' ( B v H ) .  Soit P telle que (PvH, T) ~ (P~vH1, TO. Alors dtant donnd 

e > O, il existe une partition P* de X telle que 

(1) (P*vH, T) ~ (PIv H~, T,) 

(2) V T ' ( P * v H ) D B  

(3) IP -P* I  <~. 

DI~MONSTRATION. Le lemme 5 dit qu'on peut trouver 

P*~ et K~tels quelP*~ - P I< e~,(P*vH, T ) - ( P v H ,  T) 

e t  K, ~,/2 

V Ti (P*vH) D B. 
KI 

Soit e2 plus petit que ed4 tel que la relation pr6c6dente et IP* -P~I  < ~.2 
K, T ~ (P*vH) D ~'/2+"/4B entrainent V-K, 

Le lemme pr6c6dent dit qu'on peut choisir P~ de fa~on h ce qu'en plus 
K 2 Ti ~,/4 V-K2 (P*vH) D B e t  (P*vH, T ) ~  (PvH, T). On peut supposer par 

r6currence qu'on a K~, . . . ,K~  tels que (P'~vH, T ) - ( P v H ,  T) l<=j<=n 
V r' T' (P*vH) D "'/2' ...... '/2"B 1 <=j <n. 

Alors si I P** , -  P*I< e~+, (on choisit e,+~ < e,/2 ~÷') 
Kj ~ 1(l/2J +--" 4-1/2n+ I) 

V T'(P*+1vH) D B l<=j<=n 
- K i 

x +, T' D . ,12 .+ ,  et on peut en outre imposer h P*+, que V-7<.+, (P*+lvH) B e t  

(P*+~vH, T ) ~  (PvH,  T). Alors P*--*P* v6rifiant (1), (2) et (3). 

On considhre le systhme produit d'un syst~me donn4 par un schgma de 

Bernoulli et on cherche ~ dOcrire la structure de ses facteurs. Les premiers 

416ments de la solution sont donn6s dans les propositions qui suivent. 
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PROPOSITION 4. Soit (X, T) un syst#me dynamique ergodique et B e t  H deux 

partitions de X telles que 

(1) X =  V T i ( B v H )  

(2) V T'B _L V T~H 

(3) Les T~B i E Z sont ind~pendantes. 

Soit P une partition finie de X, alors P est H-conditionnellement finiment 

ddtermin6e. 

DI~MONSTRATION. e > 0 6tant donn6, il s'agit de t rouver un nombre ~ > 0 et 

un entier n tels que si T est un automorphisme ergodique de 9( et si H '  et P '  

sont deux partitions de .~ satisfaisant 

( ) ( v )  (1) d V TIH' = d  Ti l l  pour  tout m 
0 

(2) V T I ( P ' v H ' ) ,  V Ti( P v H  < 8 
0 o 

(3) I E ( P v H ,  T ) -  E(P'vI--I', 7")1 < ~ 

alors il existe Z et pour tout entier p > 0, des suites de partitions de Z, H.  P. 

P*,  0-_< i _-< p telles que 

(4) 

(5) 

(6) 

p p 

I P~ - P * ]  < e .  

En appliquant la proposition 2, on peut t rouver une partition I de X telle que 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

E(I)  = E ( T )  - E ( P v H ,  T) 

V TiI-L V T i ( P v H )  

Les T~I sont ind6pendantes. 

Soit I'  une partition id6ale telle que d ( I ' ) =  d(I).  
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Soit Y I = I  'z et $1 sur Y, le sch6ma de Bernoulli. Si E ( P ' v H ' , T ' ) <  
E(PvH,  T) soit J u n e  partition ideale telle que 

E(J) = E(PvH,  T ) -  E(P 'vH' ,  T'). 

Soit Y2 = j z  et $2 sur Y2 le sch6ma de Bernoulli. Soit Z = X" × YI × Y2 muni de 

I 'automorphisme T, = T × S, × $2. Alors E(TO >= E(T). 

NI el100 

(11) Soit N, tel que V T ' ( B v H )  3 P .  
--N I 

En utilisant la proposit ion 2', on a que si B '  est une partition de Z telle que 

(12) d ( B ' , B ) < S ,  

(13) IE(B'vH' ,  T,) - E(B vH, T) I < 81. 

Alors il existe une partition B, de Z telle que 

(14) ( B I v H ' , T I ) - ( B v H ,  T) et 

E 
(15) I B , - B ' I  < 

100Nl" 

(16) Soit 82 tel que si IE(PvH, T ) - E ( P ' v H ' , T ' ) I  <82 

V - r  Tl ( B ' v H ' )  contient  une il existe e l < S ,  tel que si pour un certain K, '~ ' 

partition Q telle que I Q - P ' v H ' v I ' l  < e l ,  alors 

I E(B vii, T ) -  E (B ' vH ' ,  %)1 < 8,. 

N 2 ~a/lO0 
(17) Soit N2>->_NI tel que V T ' (BvH)  ~ PvHvI .  

- N  2 

N 2 <  el 
(18) Soit N3 tel que N3 100" 

(19) 

(2O) 

S o i t  83  tel que s i r  est la plus petite mesure non nulle d 'un atome de 

V ~  T i ( P v H ) ,  83 < re,/lO0. 

Soit n = 3/3, 8 = inf(83, 8z). Remarquons que 

V T~(PvHvI),  V T I (P 'vH 'v I '  =d V T~(PvH), V T " ( P ' v H '  . 
0 o 0 0 
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(21) Le lemme 2 assure qu'on peut trouver F dans X tel que les T ' F  0 <= i <= n 

soient disjoints et m( Ug T'F)  > 1 - e,/100 et 

d V T - i ( P v H v I  = d T - i ( P v H v I  . 
0 

(22) Le lemme 2 assure qu'on peut trouver FI dans Z tel que les T~F~ 0 <- i <= n 

soientldisjoints et m(Ug T~ F,) > 1 - eJ100 et 

) ( °  ,) d V T T ' ( P ' v H ' v I ' ) I F 1  = d  V T ~ ' ( P ' v H ' v I '  . 
0 0 

(22) et (19) entrainent: (23). I1 existe F '  CF, tel que 

et 

V T ; ' ( P ' v H ' v I '  ' = T - ' ( P v H v  . 
0 

Soit G le gadget form6 en partitionnant chaque T~F 0 < i <= n par P v H v L  

Soit t~ le gadget form6 en partitionnant chaque TIF '  0 <-i <= n par P ' v H ' v I ' .  

Alors G e t  t~ sont isomorphes. 

Soit GI le gadget form6 en partitionnant chaque T~F par P v H v l v B .  

Choisissons B '  dans Y de faqon h former un gadget t~j isomorphe ~ G, en 

partitionnant chaque T iF'par P' v H '  v I '  v B'. 

(23) (22) et (21) entra~nent que B'  v6rifie (16) (avec K = N2). (23) entra~ne 

(12). I1 existe donc B~ v6rifiant (14) et (15). 

Soit P* correspondant h P dans l'isomorphisme (14). 
NI i (23) et (11) entrainent qu'il existe L o,vn, dans V-N, T, (B'v H')  telle que (24) 

I L B , v w - P ' }  < 2e/100. 

(15) entraine que (25) I Lo ,vw-  P ' I <  3e/100. 

(l l)  entra~ne que (26) ILs ,vH,--P*I  < e/100. 

(25) et (26) entrainent } P * - P ' I <  e. 

Alors les P~ = TIP* v6rifient (4), (5) et (6). 

Comme corollaire de la proposition 3 et de la proposition 4 on a la 

PROPOSITION 5. Soit (X, T) un syst~me dynamique ergodique et B e t  H deux 

partit ions de X telles que : 
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(l) X =  V T ' ( B v H )  

(2) V T iB 3_ V TIH 

(3) Les T~B i E Z sont ind~pendantes. 

Soit P une partition finie de X ;  il existe une partition B '  de X telle que: 

(4) V T ' ( P v H ) =  V T ' ( H v B ' )  

(5) V T ' H  3_ V T~B' 

(6) Les T~B ' i E Z sont ind~pendantes. 

COROLLAIRE 5.]. Soit (X, T) un syst~me dynamique ergodique et B e t  H 

deux partitions de X vdrifiant (1), (2) et (3) de la proposition 5. 

Soit P une partition g6ndratrice d 'un  facteur de (X, T) contenant le facteur 

engendrd par H((P)T D (H)T). Alors si E(P,  T) = E(H,  T) on a en fair (P)T = 

(H)r  ( P e s t  (H)T-mesurable). 

DI~MONSTRATION. Elle r6sulte imm6diatement de la proposition 4 et du 

corollaire I.I. 

REMARQUE. Ce r6sultat peut 6tre prouv6 directement par des m6thodes plus 

simples. I1 est toujours vrai si on suppose simplement que B engendre un 

K-syst~me (cf. [1]). La  m6thode donn6e ici, par contre, s'applique 6galement 

pour donner le r6sultat dans le cas d 'une action de Z n. 

PROPOSITION 6. On considbre une action de Z ~ d'entropie finie h sur X.  Il 

existe alors une partition g~ndratrice P ayant un hombre fini d'dl~ments p. On 

peut montrer que p <- (2 h) + 2. 

DI~MONSTRATION. On peut supposer que n = 2, il n 'y a en plus que des 

difficult6s de notations h consid6rer le cas g6n6ral. 

(1) Il existe une partition Q engendrant un sch6ma de Bernoulli ggn6ralis6 

d'entropie h, possgdant un nombre d'616ments ggal /~ (2 h) + 1 = l soit Q = 

(qo, q,," " -, q~-,). 
(2) On subdivise l 'atome qo en deux atomes q~ et q2o de mesure positive de 

manihre quelconque. Soit O=(q~o ,q~ ,q , , . . . , q t_ , ) .  Soient S et T deux 
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g6n6rateurs de l 'action de Z 2 sur X. Soit C, le carr6 (0, n) × (0, n) dans Z 2. Pour 

tout e > 0 ,  il existe une action de Z 2 sur un espace Y ayant  la propri6t6 

suivante: 

On peut  t rouver  un espace Z et pout tout entier n > 0, une suite de partitions 

de Z, 0 (P ,  q) et Q*(p, q) avec (p, q ) ~  C. ainsi que deux g6n6rateurs $1 et TI 

de l 'action de Z 2 sur Y e t  une partition Q* de Y/i  (l + l) 616ments tels que: 

(,~) d ~" '  ", /~'>'<'>:~"'"> " 

\ ( p ,  q)=(O,O) \ (p .  q ) = ( O , O )  

oh les deux partitions sont ordonn6es en d6crivant le carr6 C, en croissant pour 

l 'ordre lexicographique 

( ~'>'<' '=~"'"' ) (~"~'=~"'"' )) 
([3) d V S"T"Q* = d V Q*(p,q 

(p ,q)  = (0,o) ( p , q )  = (o.o) 

2 

(y)  pour tout (p,q)~Cn IQ*(P,q)-Q(P,q)l<e--  
3 

(8) E(Q*, S,, T,)> E(Q, S, T) 

, i  , 2  (e) Si Q * = ( q o  ,qo  , q * , " ' , q * - l )  et si on pose 

Q (q*,ql ,q2," ,q*-O avec q*=q*It.Jq .2 alors: 

0 (p, q) = Q (p, q) pour tout (p, q) E C,. 

C'est  le corollaire 5.1. qui nous permettra  d 'a r r iver / t  ce r6sultat. 

Soit I une partition d 'entropie finie, tr~ et ~-~ les deux g6n6rateurs du sch6ma 

de Bernoulli g6n6ralis6 sur lZ~= X~; nous prolongeons S et T e n  S~ et T~ sur 
Y = X x X~ de la mani/~re suivante: S~(u, v) = (Su, cr~v), T~(u, v) = (Tu, r~v). 

Soit e > 0 ;  soit dans X, un ensemble A tel que re(A)= 1-e2/3. 
Soit 

q*ol = q~ N A 

2 I q.2= qot.J(qoN A c) 

q*=qi l<=i <=l-1. 

La partition Q* de Y ainsi obtenue et l 'action de Z: d6finie par $1 et T~ sur Y 

satisfont ~l toutes les conditions cherch6es.  (La condition (8) provient  de 5.1 .) 

(3) On a maintenant le r6sultat suivant: Soit P une partition finie de X. Une 

partition Q 6tant donn6e, pour tout ~ > 0, pour tout e > 0, il existe une partition 

(~ de m6me forme que Q (i.e. Q, = (qo~ ~, qo 2, i, q , , ' "  ", q~-,)) telle que[ Q , -  ¢~ I < 

8e et que 
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8 

V S"Tqt)l D P 
(p ,  q )E  D N 

pour  un certain entier Nofa DN d6signe le carr6 - N -- p =< N, - N _-< q _-< N de 
2 2" 

En utilisant une proc6dure analogue ~ celle qui est utilis6e dans le lemme 3, 

on peut  t rouver  un entier n > 0 et une famille d ' a tomes  

K~ dans (.,~,~EnV S"T'(PvO) (E~={(p,q)~z2-n+l~p<-O})n+l q~=O 

dont  la r6union a une mesure  plus grande que 1 - ~/10 et une application 4~ de 

K .  dans l ' ensemble  des a tomes  de 

V S~T'I(Q*) 
(p,q )E  En 

telle que 

( a )  ~b est  injective 

(/3) Le 0 - n - n o m  de ~b(x) est le m&e  que le Q-n-nora  de x (avec une 

modification 6vidente pour  la d6finition du -n-nom).  

(3') Pour une famille d ' a tomes  L.  C K .  dont  la r6union a une mesure  plus 

grande que 1 - e le Q-n-nom de x diff~re du Q * - n - n o m  de ~b(x) en moins de 

n 2e endroits.  

((/3) r6sulte de (2) (e)). 

On peut  t rouver ,  en utilisant le th6or~me 4 de [2] un ensemble  F de X 

mesurable  par rapport  h la tribu 

V S"TqQ 
( p , q ) ~ Z  2 

tel que les SPTqF soient disjoints pour ( p , q ) E  Cn et 

m U I 10 ((.,q,Ecn SPTqF) > 8 

En translatant  au besoin F on peut  aussi avoir 

m U K . ) )  > 1 - - -  ( (p,q)Ec. SPTq(FI fq 
3,5 
5 

m(F1 t3 K,, - FI A L.) < ~ 
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(Pour d6montrer ceci on prend F1 dans l 'intersection des deux ensembles 

suivants: 

K~ < 3 8 /  {S"T"FI(p,q)EC. et rn(S"T~FN(X - )) 1--~-~n21 

et 
{ < SPTqFI(p,q)EC. et m (SP TqFA(K . -L . ) )  n2j. 

Comme les deux parties correspondantes de C~ comportent chacune plus 

que 2n~/3 616ments, les deux ensembles ont au moins un 616ment commun F0.  

En employant la technique de codage du lemme 4, on construit maintenant t)~ 

qui satisfait a I Q, - t) I < 8e et 0 ,  3 Q. (la premiere condition resulte de (3) (3') 

et la deuxi~me de (3) (/3)). 

Si R e s t  la partition {F, FC}, (3) (a)  entra[ne que 

38/5 

V (SPTq(Q,vR)) D P. 
(p,q)EDn 

Comme t)~ 3 Q et comme F, donc R, est Vtp.~)~z2SPT~Q mesurable, on est 

assur6 de l 'existence d 'un N tel que 
8 

V (SPT'~OI) ~ P" 
(p,q)EDN 

(4) Soit P, une suite croissante de partitions finies telles que VT=~ P, = X. On 

construit alors facilement par r6currence une suite de partitions ON telles que: 

8112J +".+8112N 

V SPTqt~N D Pj I<=j<-N 
(P,q )E DN ( D 

10N - 0N+~ I< t5~[2 N. glors  ON ~ 0~ qui est g6n6ratrice. 

DEFINITION 2. Soient (X,S) et (Y,T) deux syst~mes dynamiques. On 

suppose qu'il existe deux partitions finies H de X et H ° de Y telles que 

( H , S ) ~ ( H  °,T). Soit P une partition finie h k 616ments de X et Q une 

partition finie ~t k 616ments de Y. On dit qu'un n-quadruplet (Z, P~ 0 =< i _-< n - 1, 

Q '  0-< i =< n - 1, H~ 0 _-< i _-< n - 1) o~ les P~, Q~, H~ sont des partitions de Z, 

contient P e t  Q (H, H°) - conditionnellement si 
n--1  n - - I  n - - I  

n - - I  n - I  

n - I  n - -1  
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On appelle ~ .  l 'ensemble des n-quadruplets qui contiennent P e t  Q 

(H,H°)-condit ionnel lement  et on pose 

n - I  

d u u o ( P , Q )  = liminf ± Y~ IP~-Q~I. 
• n ~ O . ( Z . P ' I , Q ' I , H ~ ) ~ ,  n i = o  

La proposition qui suit montre en particulier que si (H, TO engendre un 

syst~me dynamique ergodique et si (B, T2) engendre un sch6ma de Bernoulli, 

alors l 'ensemble des partitions de l 'espace produit est ferm6 "au sens de du, u".  

PROPOSrrloN 7. Soit (X., T,) n >- 0 une suite de syst~mes dynamiques er- 

godiques et H une partition finie dans un syst~me dynamique ergodique (X, T). 

On suppose que pour tout n >= O, il existe deux partitions de X.  ; H. et P. telles 

que 

(1) (H,, T.) ~ (H, T). 

(2) Po est H.-conditionnellement liniment d~termin~e. 

(3) dm,u~+,(P., P.+I) < e. et ~ ~ < + oo. 
n ~ O  

(4) P. v Hn converge faiblement vers P v H o~ P est une partition linie de X (i.e. 

pour tout p >0 d( Vg Tn(Pn vH.) ,  VgT' (PvH)) - -~O quand n ~oo). 

Alors P e s t  H-conditionneltement finiment d~termin~e. 

DEMONSTRATION. 

(1) On peut trouver un sch6ma de Bernoulli (B, TO tel que si Y1 = VT~ TIB 

et si Y2 -- V~-~ T'H, il existe dans le syst~me produit (Z, S) = (Y1 x I"2, T1 × T), 

pour tout n une partition P" telle que (P 'vH,  S)  ~ (P. vH~, T~) (on a identifi6 H 

avec son image dans respace produit Y, × Yg. Cela provient de la proposition 

2 et du fait que E(P.  vH~, T.) est born6e d'apr~s (4). 

(2) On a donc maintenant une suite de partitions P" de Z telles que (o~) 

dH, u (P ' ,  P '+0 < e.. On va montrer qu'il existe une suite de partitions Q. de Z 
telles que pour tout n > 0 

([3) (Q~vH, S)~(P '~vH,  S)  et 

Supposons par r6currence que Q0," • ", Q. ont 6t6 construites satisfaisant ([3) 

et (3') et construisons Q.+~. On peut supposer que E ( P ' v H ,  S)  ~ E(P'÷~vH, S)  

(sinon on peut toujours se ramener ~ cette situation en faisant un petit 

changement de P'~+I (cf. la fin de la d6monstration du lemme 4)). 
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H- 

Don c: 

I J. v-'--Q. - J. v Q. J < x/~e. 

K. v Q* v H ainsi que J. v Q. v H sont g6n6ratrices et 

(K. vQ*vH.S)  ~ (K. vQ*vH, S) 

(J. vQ. vH, S) ~ (J. vQ. vH, S)). 

Soit Q.+, l'image de P'÷, darts l'isomorphisme pr6c6dent. Alors: 

I Q . + I - Q . I < - I Q . + , - Q . I + I Q . - Q . I .  
Or: 

] Q.+ , -  0 .  I --- I P ' + , -  P. I 

IP~+, -k .  I <- - IP:÷,-P:I + IP;-P. I. 

IK. vQ~'-'~- K. vQ,I < V '~  ~ 

IQ.+, -  Q-I _-< 4V~e~e.. 

Si maintenant E(P'+~vH, S)> E(P'vH,  S) le m6me r6sultat est obtenu plus 

rapidement sans avoir besoin de recourir ~ l'isomorphisme ci-dessus. 

(3) L'hypoth~se (3) et (2) (3') entrainent que Q, ~ Q dans Z. L'hypoth6se 

Soit tout d'abord E(P'.vH, S)>E(P'+~vH, S). Comme P'. est 

conditionnellement finiment d6termin6e, on a qu'il existe N. et 6. tels que si 

(N" S, N"S~ ) (a) d V (P'.vH), V ( Q ' v H )  < 6 .  
0 0 

(b) 6. > E(P'vH,  S) - E(Q'vH,  S) > 0 

il existe Q* telle que I Q * - Q ' I  < V ~ e .  et (Q*vH, S ) ~  (P'vH, S). 
Mais en raisonnant exactement comme dans les lemmes 3 et 4, et en utilisant 

(2) (a),  on volt qu'on peut construire Q" v6rifiant (a) et (b) et en plus 

IQ'-P'÷~]<X/~e. .  Donc il existe Q* telle que IQ*-P '÷~I<2V~e.  et 

(Q*vH, S) ~ (P'vH, S). On peut changer Q* en Q. et P" en 16. de telle 

mani~re que (Q. vH, S) - (Q*vH,  S), (P'vH, S) ~ (P. vH, S), I Q*-  Q. I < 
v ' ~ ,  

I P ' - / 5 .  I < V ~ e .  et l'isomorphisme d6fini par (0 .  vH, S ) -  (P. vH, S) se 

prolonge ~ (Z, S) tout entier. (Pour voir cela soit K. telle que (K.)s l (Q*vH)s  
et E(K. vQ*vH,  S) = E(S);  de m6me soit J. telle que E(J.vQ~ vH, S) = E(S), 
(J~)s±(Q. vH)s et K. et Jr. engendrent des sch6mas de Bernoulli. Maintenant 
il existe d'apr~s la proposition 3 deux partitions K. v Q* et J. v Q. telles que 
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(4) entraine que (Q vH,  S)  ~ ( P v H ,  T). La proposition 4 entraine la conclu- 

sion. 

COROLLAIRE 7.1. Soient deux partitions finies P e t  H dans (X, T)  syst~me 

dynamique ergodique. On suppose que pour  tout e > O, il existe B~, partition 

finie de X, telle que B~ engendre un schema de Bernoulli, que (B~ )-r 1 (H)-r et que 

V _uN T' (B~ vH)  ~ P. Alors P e s t  H-conditionnellement finiment ddterminde. 

DI~MONSTRATION. On choisit une suite e. convenable et on est ramen~ ~t 

appliquer la proposition prOc6dente avec X, = (B~. v H ) r  et 7". = T pour tout n. 

COROLLAIRE 7.2. Soit (X, T)  un syst~me dynamique ergodique et P e t  H 

deux partitions de X telles que: (1) ( P v H ) r = X  et (2) P est H- 

conditionnellement finiment d(termin~e. Soit R u n e  partition g~n~ratrice finie 

d 'un  [acteur du syst~me engendr~ par H (i.e. R est (H)T mesurable). 

On suppose que pour  tout e >0,  pour  tout n > 0 ,  il existe un syst~me 

dynamique (X~,.,T~,,) possddant les propri~t~s suivantes: (3)I lexis te  une 

partition H~,. de X~,. telle que (FL.., T~,.) ~ (H, T) (soit R~.. l ' image de R par cet 

isomorphisme).  (4) II existe un schema de Bernoulli engendr~ par une partition 

B~,. de X~,. telle que (B.,.)TL(R.,.)T et une partition P~.. (R.,. - B~..)r mesurable 

telle que 

d('~ T ' ( P v H ) ,  V ' v H . , . ) ) <  T~..(P~.. e 
0 0 

I E ( P v H ,  T) - E ( E . .  vH..., T...) [ < e. 

Alors P e s t  R-conditionnellement finiment d~termin~e. 

DI~MONSTRATION. Comme P e s t  H-condit ionnellement finiment d6termin6e, 

pour tout suite 6. convenable (E ~v/~ < + ~), on pent trouver pour tout p, e (p) 

et n ( p )  tels que la condition (4) entra~ne: 

- 6p 
d., . .p,  ..... ( P, P.,p,..~p,) < -~. 

Par cons6quent dR,R..,..,p,(P,P.p~..(p~)<6p/2. Et le r6sultat provient de la 

proposition (7). 

QUESTIONS. A) Une question naturelle est de savoir, 6tant donn6e une 

partition P H-condit ionnellement finiment d6termin6e, s'il existe des facteurs 

du syst6me engendr6 par H (strictement contenus dans celui-ci) par rapport 
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auxquels P est encore conditionnellement finiment d6termin6e. En fait nous 

pensons que le r6sultat suivant est vrai: soit R une partition finie g6n6ratrice de 

(P)T^(H)r.  Alors P est R-conditionnellement finiment d6termin6e. 

B) Une autre question "naturelle" est la suivante: soit P une partition 

g6n6ratrice finie d'un syst~me dynamique (X,T). Soit (~ , )  une suite 

d6croissante de sous tr-alg~bras T-invariantes de X, ~ .  ~ ~. On suppose que 

pour tout n, Pe s t / 4 , -  conditionnellement finiment d6termin6e. (H, d6signe une 

partition g6n6ratrice finie de ~ . ) .  Soit H une partition g6n6ratrice finie de ~'. 

A-t-on encore que P est H-conditionnellement finiment d6termin6e? 

D. S. Ornstein a prouv6 que la r6ponse h cette question est n6gative en 

montrant qu'il existe un K-syst~me (X, T) qui n'est pas isomorphe ~t un sch6ma 

de Bernoulli dans lequel on peut trouver deux suites de partitions B, e t /4 , ,  

n _-> 0, telles que 

(1) (B,)TV(H,)T = X 

(2) (B,)T ±(H,)T 

(3) TiB1 i E Z sont ind6pendantes 

(4) (H. - , )T=(H.)TV(B. )T  (n_--2) 

(5) T~B. i E Z sont ind4pendantes 

(6) A. (H.)r  = v 

Dans son exemple D. S. Ornstein utilise les K-syst~mes de [10]. Une 

question maintenant est de savoir s'il existe une d6composition de ce type dans 

tout K-syst~me. (Avec la g6n6ralisation 6ventuelle ~ tout syst~me dynamique 

ergodique en remplaqant (6) par (6'): 

A. (H.)T = I~(T)) 
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